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最优切割次序模型 
摘要    本文研究了截断切割的最优切割次序模型。利用简单的伸缩变换，我们将 1≠r
的情况统一到 1=r 的情况；我们讨论了切割方式的一些性质，如描述互换相邻切割对

费用的影响的交换引理，同时在此基础上经严格证明给出了 0=e 时的一种十分简明的

优化准则：每次选择切去长度最长的切割；在 0>e 的情况下，利用我们给出的引理及

准则，我们将需考虑的不同切割方式数由最初的 90 种减少到不到 20 种。我们讨论了

所建立模型的优缺点，同时也对另一种“加工费用最少者优先”的准则作了简单评估。

在本文的附录中，通过引进切割的“贡献”这一概念，我们给出了交换引理的另一种

证明。 

一、 问题重述 

某些工业部门（如贵重石材加工等）采用截断切割的加工方式，这里“截断切割”

是指将物体沿某个切割平面分成两部分。从一个待加工长方体中加工出一个尺寸已知、

位置预定的成品长方体（这两个长方体的对应表面是平行的），通常要经过 6 次截断

切割。切割费用与切割的面积成正比，且水平切割单位面积的费用是垂直切割单位面

积费用的 r 倍；当先后两次垂直切割的切割平面（不管它们之间是否穿插水平切割）

不平行时，因调整刀具还需费用 e。由工艺要求，与水平工作台接触的长方体底面是事

先指定的。 

要求设计一种方法，在给定了待加工长方体的尺寸及成品长方体的尺寸、位置，

及单位面积切割费用与刀具调整的费用后，能够给出一种使加工费用最少的切割方式

（即各面的加工次序）。 

二、 问题分析 

如图 1建立直角坐标系，o 为坐标

原点。所谓用截断切割的方法从待加

工长方体中加工出一个成品长方体，

就是以后者的 6 个面为切割平面各切

一刀，使切割后形成的长方体恰为成

品长方体。每次切割使得待加工长方

体一分为二，同时移去（舍弃）不含

成品长方体的那一部分。 

如果在每次切割之后都将原本应

移去的那一部分保留在原处，则很容

易就可以知道，切割的总面积总是等

于 待 加 工 长 方 体 的 表 面 积

)(2 cabcab ++ ，总费用也总是一固定值（先考虑 0=e 的情况），而不管 6 面的加工次
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图1 待加工长方体与成品长方体 
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序如何。正是由于切割后移去了“无用”的部分，使得其后的切割面积和费用有可能

比不移去的情况少，也使得切割总面积和总费用不再与加工次序无关。而当 0≠e 时，

切割费用还和垂直换刀的次数有关；这同样表明了切割费用与切割方式（加工次序）

有关。我们的任务，就是找到一种方法来合理地安排各面的加工次序，使得总费用最

小。 

由于 6 个面的加工次序的排列是一有限数(720)，因此费用最小的切割方式（或称

最优切割方式）是存在的。而且由于文中将说到的原因，费用最小的切割方式不一定

是唯一的。 

三、 问题的假设 

1. 待加工长方体的表面与成品长方体的表面不相接触，也即切割次数至少为 6； 

2. 每次截断切割的切割平面均为成品长方体的某一表面所在的平面，这样保证了

没有多余的切割。也即切割次数一定为 6； 

3. 水平切割指的是垂直于长方体的高（见图 1）所做的切割；垂直切割指的是垂

直于长方体的长或是宽所做的切割，其切割平面与长方体的高平行； 

4. 我们认为加工部门有一种方法来固定加工过程中的长方体，而不需考虑切除长

方体底面后的固定问题； 

5. 由后面所给的定理一的推论可知，任一 1≠r 的切割模型的求解，可以通过伸

缩变换等价地转换为一个 1=r 的切割模型的求解。因此，除非另有说明，我

们假定模型的 1=r ； 

6. 在 1=r 的前提下，我们认为水平切割单位面积费用与垂直切割单位面积费用

均为每平方厘米 1 元，同时认为费用单位为元、面积单位为平方厘米。这样，

在文中将每次切割的面积与切割的费用（不包括换刀费用）等同对待。 

另外，文中用“长方体”表示待加工长方体与正在加工过程中的长方体。 

四、 模型建立及符号说明 

建模中所用的符号及一些术语说明如下： 
cba ,, ： 待加工长方体的长、宽、高。 

),,,,( 212121 ccbbaa ： 待加工长方体和成品长方体两者的左侧面（右侧面、正面、背

面、底面、顶面）之间的距离，也称为切去长度。 

1a 切割： 沿着成品长方体的左侧面所做的使得长方体的长减少 1a 的切

割。切割只表明切割的方位，而和长方体的切割历史无关。 

21212 ,,,, ccbba 切割： 含义类同 1a 切割。 

),( cba 类切割： ),( 111 cba 切割与 ),( 222 cba 切割统称为 ),( cba 类切割。 

同类切割，异类切割： 同属于 a 类切割或 b 类切割或 c 类切割的两种切割为同类切

割，否则为异类切割。 
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654321 xxxxxx=Γ ： Γ表示一种切割方式， x x x x x x1 2 3 4 5 6 为a a b b c c1 2 1 2 1 2, , , , , 切割的

一个排列， xi 表示第 i次切割。 

ji xx ′= ： 表示 xi 与 jx′ （在各自的模型中）同为 1a (或 21212 ,,,, ccbba )切

割。 

f i ： xi 的切割费用（不含换刀费用）。 

),( ef Γ ： 切割方式Γ的加工费用，当 0=e 时简记为 )(Γf 。它是切割费

用与换刀费用的总和。 

li ： xi 的切去长度。 

我们在文中还将不加说明地使用这些符号的一些变形（如带撇、带下标等），它

们的含义通过上下文可以容易地确定。例如，我们认为 654321 xxxxxx ′′′′′′=Γ′ 是记号

654321 xxxxxx=Γ 的带撇的变形，且 il ′即为 ix′的切去长度。 

切割模型为 { }recccbbbaaaM ,,,,,,,,,, 212121= ，是一个 11 元的有序序列。模型的求

解就是要针对 M 得到一个切割方式 minΓ ，使得 ),(min),( min efef Γ=Γ
Γ

。 

五、 模型求解 

1.  伸缩变换 
水平切割与垂直切割在费用上有 r 倍的差别，这是由实际的工艺决定的。但这样

却使切割的模型复杂化了。其实，有如下定理： 
定理一：设某一 1≠r 的切割模型 { }recccbbbaaaM ,,,,,,,,,, 212121= ，其任一切割方

式为 654321 xxxxxx=Γ ；M 经如下伸缩变换 
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后得到另一 1=′r 的模型 { }1,,,,,,,,,, 212121 =′′′′′′′′′′=′ recccbbbaaaM ，Γ 在M ′中
的对应切割方式为 654321 xxxxxx ′′′′′′=Γ′ ，则有 ),(),( efef Γ′=Γ 。Γ与Γ′互为对

应切割方式指的是 6..1  , =∀′= ixx ii 。对应切割方式的存在性与唯一性十分显

然。 
证明：先考虑第一次切割。由变换(1)及 1x 与 1x′的对应性，同时考虑到两个模型的 r

与 r ′不同，则 1x 的切割费用 1f 与 1x′的费用 1f ′有如下关系： 

 11
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。 

由于Γ′是Γ在模型M ′中的对应切割方式，由假设 2可知模型M 与M ′在 1x 与

1x′切割之后分别剩余的长方体的尺寸及成品长方体的位置，仍满足(1)的比例

关系，因此以上的讨论适用于所有的六次切割，也即有 )6..1( ==′ iff ii 。另

外，显然Γ和Γ′两个解的垂直换刀次数是一样的，可设为 k ，则有加工费用 
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推论：对任一 1≠r 的切割模型M ，存在一个 1=′r 的模型M ′，使得M ′的任一最

优切割方式在 M 中的对应切割方式是 M 的最优切割方式；反过来，M 的任

一最优切割方式在M ′中的对应切割方式也是M ′的最优切割方式。也即模型

M 的求解可转化为模型M ′的求解。 

证明：取M ′为 M 经伸缩变换后所得的 1=′r 的模型。设Γ′是M ′的任一最优切割

方式，其在 M 中的对应切割方式为Γ。若Γ不是 M 的最优切割方式，则必

存在 1Γ 使得 ),(),( 1 efef Γ<Γ ，从而由定理一， 1Γ 在M ′中的对应切割方式 1Γ′
满足 ),(),(),(),( 11 efefefef Γ′=Γ<Γ=Γ′ 。这与假设Γ′是M ′的最优切割方式

矛盾。故Γ也是 M 的最优切割方式。同理可证反过来的情形。 □ 

由定理一的推论可知，对 1≠r 的切割模型的求解，可以通过伸缩变换等价地转换

为求解一 1=r 的切割模型。因此，除非另有说明，在以后的讨论中我们默认模型的

1=r 。 

2.  不考虑刀具调整费用（ 0=e ） 
本节讨论当 0=e 时模型的求解。此时，切割方式Γ的加工费用为 

 ∑
=

=Γ
6

1
)(

i
iff 。 (2) 

引理1（交换引理）：设切割方式 654321 xxxxxx=Γ ，Γ经交换相邻的两次切割 x xi i, +1

后得到另一种切割方式 62111654321 ...... xxxxxxxxxxxx iiii ++−=′′′′′′=Γ′ ，则有：(1) 若
x xi i, +1为同类切割，则 f f( ) ( )Γ Γ= ′ ；(2) 若 x xi i, +1为异类切割，则 
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证明：由费用计算公式(2)： 
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显然，由Γ′的形式知当1 1≤ ≤ −k i 时， f fk k= ′ ；而且，因为Γ与 ′Γ 的不同

仅在于它们互换了第 1, +ii 次切割的顺序，所以采用Γ的前 1+i 次切割后得到

的长方体与采用 ′Γ 的前 1+i 次切割后得到的长方体是相同的，又 62 ≤≤+ ki
时 ′ =x xk k ，所以 62 ≤≤+ ki 时 ′ =f fk k 。这样， 

 11)()( ++ ′−′−+=Γ′−Γ iiii ffffff 。 

第 1−i 次切割后Γ得到的长方体的长、宽、高与 ′Γ 得到的长方体的长、

宽、高是相同的，设它们分别为 ′ ′ ′a b c, , 。 
若 1, +ii xx 为同类切割。不失一般性设其为 21 , aa 切割，则 
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 cbfcbf ii ′′=′′= +1, ； cbfcbf ii ′′=′′′=′ +1, 。 
从而 )()( Γ′=Γ ff 。 

若 x xi i, +1为异类切割。不失一般性设其为a b1 1, 切割，则 
 l a l bi i= =+1 1 1, ， 
 caafcbf ii ′−′=′′= + )(, 11 ； cbbfcaf ii ′−′=′′′=′ + )(, 11 。 

从而 

 
cab

cbbcacaacbff
′−=
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11  

考虑到 0>′c ，则有 
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。 

由 x xi i, +1的一般性，我们可得所求结论： 
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定义 正规切割方式：若切割方式 654321 xxxxxx=Γ 满足当 1, +ii xx 为同类切割时

5..1,1 =∀≥ + ill ii ，则称Γ为正规切割方式。 

定义 等价正规切割方式：根据引理1（交换引理），交换任一切割方式Γ中相邻

的同类切割，加工费用不变，所以我们可以把Γ化为加工费用相同的正规切

割方式Γ′。Γ′即称为Γ的等价正规切割方式。 
定义 有序切割方式：若切割方式Γ满足 5..1,1 =∀≥ + ill ii ，则称Γ为有序切割方式。

有序切割方式一定是正规切割方式。 
引理2（最少费用引理）：若正规切割方式 654321 xxxxxx=Γ 不是有序切割方式，则

Γ不是费用最少的。 
证明：Γ是正规切割方式，但不是有序切割方式，因此∃i ，使得 l li i< +1且 x xi i, +1为

异类切割，再由交换引理知存在加工费用更少的切割方式。 □ 

引理3（有序切割引理）：若切割方式Γ 和Γ′ 均为模型 M 的有序切割方式，则

 )()( Γ′=Γ ff 。 

证明：首先，易知 l l ii i= ′ ∀ =, ..1 6。若 6..1, =∀′= ixx ii ，则结论显然成立。 
否则，设 k 为使 ii xx ′≠ 成立的最小的 i，即 
 kkkk xxxxxx ′≠′=′= −− ,,..., 1111 。 
设 j 使 kj xx =′ ，由于当 kj < 时 kjj xxx ≠=′ ， kj = 时 kkj xxx ≠′=′ ，故 kj > 。

这时 ′ = = ′l l lj k k 。则由Γ′是有序切割方式可知 jkk lll ′==′=′ + ...1 。 

现对Γ′进行一系列相邻交换，使 jx′ 在Γ′中的位置逐次前移，直到其与 kx′

交换，这样得到一个新的有序切割方式Γ ′′ ： 
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 6111161111 .................. xxxxxxxxxxxxxx jjkkkjjkjk ′′′′=′′′′′=Γ ′′ +−−+−− ， 

由引理1， f f( ) ( )′′ = ′Γ Γ ，但Γ ′′ 与Γ在序列前部连续相同的切割的数目至少

比Γ′与Γ相同的数目（即 k）大。以Γ ′′ 代替 ′Γ 重复上述过程，则经过不超过

6 次这样的过程，必可得到 ′′′ =Γ Γ ， 所以 
 f f f( ) ( ) ( )′ = ′′′ =Γ Γ Γ 。 □ 

定理二：切割方式 654321 xxxxxx=Γ 为最少费用切割方式 ⇔ 其等价正规切割方式

′ = ′ ′ ′ ′ ′ ′Γ x x x x x x1 2 3 4 5 6 为有序切割方式。 

证明： 
(1) 充分性( ⇐ )的证明：采用反证法。 

反设Γ不是最少费用切割方式，即存在 654321 xxxxxx ′′′′′′′′′′′′=Γ ′′ ，其加工费用最

少，且 )()( Γ<Γ ′′ ff 。不妨设 ′′Γ 为正规切割方式（否则可考虑 ′′Γ 的等价正

规切割方式）。 
若Γ ′′ 是有序切割方式，由引理3， f f( ) ( )′′ = ′Γ Γ ，与反设 )()( Γ<Γ ′′ ff

及 )()( Γ′=Γ ff （等价正规切割方式的定义）矛盾。若Γ ′′ 不是有序切割方式，

则由引理2知 ′′Γ 的加工费用不是最少的，亦矛盾。 

由此知Γ是最少费用切割方式 
(2) 必要性(⇒ )的证明：即为引理2的逆否命题。 □ 

由定理二可知有序切割序列是最优切割序列，因此在实际的切割操作中，只需考

虑有序切割序列这一种最简单的情形即可。这也就是我们所给出的优化准则，即每次

挑选使得切去长度最长的切割面来切割。这样得到的切割序列必定是有序切割序列，

从而也就必是最优切割序列。 

3.  考虑刀具调整费用（ 0>e ） 
A. 加工费用曲线 
对于切割方式Γ，设它的换刀次数为 )31(, ≤≤ kk ，则有加工费用 

 )(),( Γ+=Γ fkeef 。 (3) 
从式(3)中可以看出，如果能够得到切割方式Γ在 0=e 时的加工费用 )(Γf ，则根据Γ的

垂直换刀次数 k 就可以计算出任意 e 值下的加工费用。根据式(3)能画出 ef ~ 加工费用

曲线，如图 2(a)，它是一条斜率为 k，纵轴截距为 f ( )Γ 的射线。给定 e 值，即可由曲

 
 
 
 
 
 

(a)                             (b) 
图2 加工费用曲线 

)(),( Γ+=Γ fkeef  

 o  e 

 f 

)(Γf  )( 1Γf  
)( 2Γf  

 f

 e  o 
0e  

S  
R  

),( 1 ef Γ  
),( 2 ef Γ

),( 3 ef Γ

K

Q  
)( 3Γf P  
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线上的相应点的纵坐标得到该 e 值下的加工费用。 

根据上面的讨论，我们可以想象，若是在同一坐标系中画出模型 M 的所有切割方

式的费用曲线，则对于任意的 e 值，从图中就能找到该 e 值下所有曲线的最低点，即

为图 2(b)中的点 S，S 的纵坐标即为该 e 值下的最小费用，而 S 所在的曲线即代表了相

应的最优切割方式。 

考虑到换刀次数 k 相同的所有切割方式的费用曲线是一组平行射线，因而在寻求

最优解时只需考虑它们中纵轴截距 f ( )Γ 最小的那条射线。如果记 kΓ 为那条射线所对应

的切割方式，则我们在求最优解时就只需考虑切割方式 1Γ 、 2Γ 、 3Γ ，而在图上就只需

考虑 1Γ 、 2Γ 、 3Γ 对应的三条射线。而不同 e值下的最小费用 )(min ef 即为： 
 [ ]),(),,(),,(min)( 321min efefefef ΓΓΓ= ， 
反映在图形上，即为由三条 f e~ 曲线 ),( 1 ef Γ 、 ),( 2 ef Γ 、 ),( 3 ef Γ 的最靠近 e轴的片断

所形成的“包络线”，称为最小费用曲线，其典型形状见图 2(b)中的折线 PQRK。而三

个截距 )( 1Γf 、 )( 2Γf 、 )( 3Γf 的相对位置则决定了最小费用曲线是否有突变点（转折

点），及突变点的个数。从图中可以形象地看出，随着 e的增大，最优解逐渐经过每个

突变点（在突变点存在的情况下）；在两个突变点之间，最优解是固定的，最小费用

曲线的斜率也是固定的；而每经过一个突变点，最小费用曲线的斜率减小，最优解也

发生改变。突变点处的最优解，则包括了其左右两侧曲线对应的切割方式。 

B. 0>e 时的求最优解的考虑范围 

对于同类切割的相互位置对加工费用的影响，我们有如下引理： 
引理4：在切割方式Γ = x x x x x x1 2 3 4 5 6 中，若 x xi j, 为同类切割，且 jill ji <≤ , ，则

对于 ′ = ′ ′ ′ ′ ′ ′ = − + − +Γ x x x x x x x x x x x x x xi j i j i j1 2 3 4 5 6 1 1 1 1 1 6... ... ... ，有 f f( ) ( )Γ Γ≥ ′ 。 

证明：不失一般性设 x xi j, 为 a 类切割。首先Γ Γ， ′ 中换刀次数相同，所以可以不

考虑换刀费用的影响。下面我们通过比较两者每次切割的费用来给出证明。 

前 1−i 次切割中，每次切割后 Γ Γ， ′ 得到的长方体相同，所以当

1 1≤ ≤ −k i 时， f fk k= ′。又Γ Γ， ′ 的第 i 次切割为同类切割，所以 f fi i= ′ 。 

第 i 次切割后，Γ Γ， ′ 得到的长方体的长分别为a l a li j− −, ，而宽和高分

别相同。从第 i + 1次到第 j − 1次的切割，均不是 a 类切割，所以每次切割后

Γ Γ， ′ 得到的长方体长仍分别为 a l a li j− −, ，而宽和高分别相同。所以当

i k j+ ≤ ≤ −1 1时， f f a l a lk k i j: ( ):( )′ = − − ，即 f fk k≥ ′。 

第 j 次切割时，Γ Γ， ′ 的长方体的宽和高分别相同，所以 f fj j= ′。 

第 j 次切割后，Γ Γ， ′ 得到的长方体相同。从第 j + 1次到第 6 次的切割，

每次切割时Γ Γ， ′ 的长方体相同，所以当 j k+ ≤ ≤1 6时， f fk k= ′ 。 

综上，可知 f f( ) ( )Γ Γ≥ ′ 。由 x xi j, 的一般性，可知命题成立。 □ 

利用以上引理，我们下面将讨论在 0>e 时寻求最优解所需考虑的切割方式的范

围。 
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换刀次数 k 与水平切割 c c1 2, 无关，仅与垂直的a a b b1 2 1 2, , , 切割的顺序有关。不妨

设a a1 2≥ 、b b1 2≥ 、 c c1 2≥ ，对Γ = x x x x x x1 2 3 4 5 6 ，为了尽量减少加工费用，由引理 4，
a1 切割在Γ中的位置应在a2 切割之前，b1 切割应在b2 切割之前， c1切割应在 c2 切割之

前。因此只需考虑这样的切割方式Γ，其中a a b b1 2 1 2, , , 切割的排列为下列六种之一： 

 
a a b b b b a a k
a b b a b a a b k
a b a b b a b a k

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1
2
3

, ; ( )
, ; ( )
, ; ( )

=
=
=









。 

当a a b b1 2 1 2, , , 的排列确定之后，则可将 c c1 2, 插入到排列中去，同时保持 c1在前、c2

在后的顺序，这样就可以得到完整的切割方式Γ。例如把 c c1 2, 插入 a a b b1 2 1 2 ，可以为

a c c a b b1 1 2 2 1 2 ，或a c a b c b1 1 2 1 2 2 ，等等，可得到C C5
2

5
1 15+ = 种切割方式。同样，把 c c1 2, 插

入b b a a1 2 1 2 也可得 15 种切割方式，所以对 k = 1共有 30 种切割方式需要考虑。同样，对

于 k = 2 3, ，亦各有 30 种切割方式需要考虑。所以，一般说来，我们要考虑 90 种切割

方式方能确定最优解。 
下面我们着重分析如何把要考虑的范围尽可能缩小。在确定a a b b1 2 1 2, , , 的排列后，

我们将它分成几个连续子序列的连接，使得每一子序列中的切割长度是依次（非严格）

递减的，而任意相邻两个子序列的连接却不能满足连续递减的条件。我们称这样的每

一个子序列为“坡”。由于在每一个坡内，切割长度的排列是有序的，由引理 1 可知，

只有在 ci 插入某个坡后形成的子序列仍保持有序性的情况下，才可能使加工费用最少。

所以在 ci 插入某个坡时，我们只需考虑使插入后形成的子序列仍保持有序性的一种插

法。对于一个有 n 个坡的a a b b1 2 1 2, , , 的排列，若是将 c c1 2, 均插入到同一个坡中，则有 n
种方法；而将 c c1 2, 分别插入到不同的坡中，则有Cn

2 种方法。故总共有n C Cn n+ = +
2

1
2 种

方法。一般说来，这样所确定的考虑范围已大大小于原先所说的 30 种的范围。下面我

们具体地来看看此时需考虑范围的大小。 
k = 1时，需要把 c c1 2, 插入a a b b b b a a1 2 1 2 1 2 1 2、 。 

若a b2 1≥ ，则a a b b1 2 1 2 中，a a b b1 2 1 2≥ ≥ ≥ ，只存在一个坡，把 c c1 2, 插入a a b b1 2 1 2 ，

只有 1 种方法；而b b a a1 2 1 2 中，因为 1212 aabb ≤≤≤ ，所以存在两个坡b b1 2、a a1 2 ，把 c c1 2,
插入b b a a1 2 1 2 ，共有C3

2 3= 种方法。事实上，把 c c1 2, 插入a a b b1 2 1 2 的那种方法已经是有

序切割方式，即已为最优解，所以把 c c1 2, 插入b b a a1 2 1 2 的 3 种方法其实不用考虑。因此，

共只需考虑 1 种切割方式。 
若a b2 1< ，则a a b b1 2 1 2 中，a a a b b b1 2 2 1 1 2≥ < ≥, , ，有两个坡a a1 2 、b b1 2。把 c c1 2, 插

入a a b b1 2 1 2 ，共有C3
2 3= 种方法；而b b a a1 2 1 2 中，当b a2 1≥ 时有一个坡，对应 1 种方法，

当b a2 1< 时有两个坡，对应 3 种方法。所以a b2 1< 时共需考虑 4 种或 6 种切割方式。 

这样，我们把 k = 1时的考虑范围由 30 种缩小为 1 种或 4 种或 6 种。 

用同样的方法， k = 2时，考虑范围由 30 种缩小为 1 种或 6 种。 k = 3时，考虑范

围由 30 种缩小为 1 种或 6 种。因此，这样总的考虑范围就不超过 6+6+6=18 种。 

综上，引入坡的概念后，用我们的方法，极大地缩小了考虑范围，用手工计算也
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能很快求得最优解。 

4.  具体问题求解 
下面用题目中所给的实例来验证我们的方法。实例中的数据在我们的模型中体现

为： 6,9,5.5,7,1,6 212121 ====== ccbbaa 。 

按照定理二，我们可以求出 a 题、b 题、c 题这三种 e = 0情况下的最优解： 

题号 题目条件 费用最少的切割方式Γ  最少切割费用 f ( )Γ  

a r e= =1 0,  
c b a c b a1 1 1 2 2 2  
c b c a b a1 1 2 1 2 2  374 

b r e= =15 0. ,  
b a c b c a1 1 1 2 2 2  
b c a b c a1 1 1 2 2 2  437.5 

c r e= =8 0,  b a b c a c1 1 2 1 2 2  540.5 
再来看 d 题，条件为 152  ,5.1 ≤≤= er ，是属于 e > 0的情况。按照我们对 e > 0的

情况的讨论来求解此题，过程如下： 

(1) e = 0时，用“坡”的概念可以求出 
 Γ Γ1 1 1 2 1 2 2 1 442 5= =b c b a c a f， ( ) . ; 
 Γ Γ2 1 1 1 2 2 2 2 4565= =a b c b c a f， ( ) . ; 
 Γ Γ3 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 3 437 5= =b a c b c a b c a b c a f或 ， ( ) .  

(2) 画出三条 f e~ 曲线（如图 3），可以得到突变点为 e = 2 5. ，进一步有如下结

果： 

六、 模型评价（及改进） 

在我们的模型中，首先，我们通过简单的伸缩变换，把 r ≠ 1的情况化为 r = 1的情

况，使得 r ≠ 1的情况和 r = 1的情况可以统一处理。然后，我们对 e = 0的情况进行了深

入讨论，得到了一个经严格证明的极其简明的最优化准则，即每次选择使得切去长度

最长的切割面来切割，或简单地说，“长者优先”。在此基础上，我们对 e > 0的情况

给出了一种需考虑范围较少的解法。我们首先从图形上直观地解释了当 e增大时，最优

的切割方式可能存在突变，同时指出只需考虑在 e = 0时三种换刀次数下各自的最优解

（及其加工费用），即可找到 e 为任意值时的最优解。最后我们给出了一个把考虑范

围从 90 种切割方式缩小为不超过 18 种的方法。在附录中我们还给出了切割的“贡献”

e的取值 费用最少的切割方式 

2 2 5≤ <e .  
b a c b c a1 1 1 2 2 2  
b c a b c a1 1 1 2 2 2  

e = 2 5.  

b a c b c a1 1 1 2 2 2  
b c a b c a1 1 1 2 2 2  
b c b a c a1 1 2 1 2 2  

2 5 15. < ≤e  b c b a c a1 1 2 1 2 2  
2.5

) ,( 1 e f Γ 

), ( 2 e  f Γ 

o 
437.5 

e 

 f

442.5 

) , ( 3 e  f Γ 

456.5 k=1 

k=2 

k=3 

 
图3 
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这一概念，并且利用这种概念的深刻的物理内涵，证明了全文的基础，即交换引理。 

总的来说，我们的模型准确地描述了截断切割问题，而我们所引入的若干概念及

定理，使得模型的求解既严密又优美，同时得到了极好的结果。但其对于 e > 0的情况

没有得到简明的准则，只是把考虑范围缩小为不大于 18 种。相对于原先的 720 种或是

90 种，18 种已是一种手工操作可以接收的数，但有时仍显略多。 

顺便指出， 

(1) 题目中的 2)所提出的“每次选择加工费用最少的待切面切割”的切割准则是

没有道理的。完全可以设计一种例子，使得即使在 0=e 的条件下用这种准则

求得的切割方式的费用是最多的。如一种例子为 
 9.1,8.1;7.1,6.1;5.1,1;4,7,10 212121 ========= ccbbaacba ， 
而 0,1 == er 。用该准则得到的切割方式的费用为 171.5，恰为切割费用的最大

值。 

(2) 本题没有必要用计算机搜索所有切割方式来求解。但如果实际的切割车间有计

算机，则简单的穷举法即可胜任求最优解的任务。 

我们的模型很容易推广到成品长方体与待加工长方体有重合面的情况。它也容易

被推广到水平切割与垂直切割之间需要额外换刀费用的更复杂情形。 

七、 附录 

在附录中，我们将把问题分析里所提出的“不移走的切割方法”进一步细致化，

并利用其引出“贡献”的概念；随后，我们讨论了“贡献”的性质，并从此出发给出

了 0=e 条件下的引理1的另一种证明。附录中的讨论，即基于 0=e 。 

1.  “贡献”的概念 
在实际的切割过程中，每切一刀，就会有一部分切下并被移走，以后的各次切割

都不再会切到这个部分，这可称为正常切割。但如果在切去一刀后并不移走被切下的

那个部分，使它还留在原处，那么以后的各次切割均还会切到这个部分，切割面积显

然比正常切割时的要大，费用也高。这可称为“切割不移走”的方式。由此可见，正

常切割时将切下部分移走这一特点，对于减少以后切割的切割面积是有益的。在这里，

“贡献”的概念被用来描述正常切割的这种

作用。 
如图 4所示，设 61 ≤<≤ ji ，到 ix 之前，

由正常切割所形成的长方体为 ABCD - 
1111 DCBA 。不妨设 ix 为 a类切割， jx 为c类

切割。（两次切割为同类切割的情况在下面

的性质1中讨论。） ix 的截面为 EFGH，切

下部分为长方体 EBCH - GCFB 11 。若我们假

设不移走这个切下的长方体，且 ix 之后的各  
图4 切割过程示意 

 A

 D 

 B

 C 

 A2 

 D2
 B2 

 C2 

 A1 

 D1

 B1 

 C1 
 B3

 C3 

 F 

 E 

 H

 G 

 X 

 Z
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次切割也均采用“切割不移走”的方式，那么到 jx 之前，ABCD - 1111 DCBA 虽已四分五

裂，但还保持原有的形状及位置， jx 的切割截面就是矩形 2222 DCBA 。但实际上 ix 应是

正常切割，长方体 EBCH - GCFB 11 在切下后也应立即被移走。为了单独讨论 ix 的作用，

我们假设其后的各次切割仍采用“切割不移走”方式，那么这时的切割 jx 面对的应是

长方体 AEHD - 11FGDA ，切割截面为 2332 DCBA ，比不移走 EBCH - GCFB 11 时的切割截

面少了矩形 3223 CCBB 。矩形 3223 CCBB 的面积即被定义为 ix 对 jx 的“贡献”，用 jiD , 表

示。 

2.  “贡献”的性质 
如果将前 i次切割采用正常切割而其后的 )6( i− 次切割采用“切割不移走”方式所

得到的切割总面积记为 iD ，则由问题分析中的讨论，有 
 cabcabD 2220 ++= 。 
而从“贡献”的定义可知，从 0D 去除第 1 次切割对后 5 次切割产生的贡献就得到 1D 。

即 ∑
=

−=
6

2
,101

j
jDDD 。同理，有 ∑

+=
− −=

6

1
,1

ij
jiii DDD ， 5..1=i 。而加工费用 

 ∑∑
= +=

−===
5

1

6

1
,056

i ij
jiDDDDf 。 (4) 

可见，“贡献”总和∑∑
= +=

5

1

6

1
,

i ij
jiD 越大，加工费用 f 越小，方案越好。因此，模型求解目

标转化为求切割序列使∑∑
= +=

5

1

6

1
,

i ij
jiD 最小。 

下面我们给出 )( , jiD ji < 的两个性质。 

性质1：如果 ix 与 jx 是同类切割，则 0, =jiD 。 

证明：不妨设 ix 与 jx 都为 a 类切割，则 ix 只改变长方体的长。而 jx 的切割面积仅

与长方体的宽和高有关，所以 ix 对 jx 的切割面积没有影响，即 0, =jiD 。 □ 

性质2：如果 ix 与 jx 是异类切割，则 )(, itlD iji ×= 。其中 )(it 为长方体在第 i次切割

时在与 ix 、 jx 的切割方向相异的第三种切割方向上的长度。 

证明：不妨仍以图 4为例。在 jiD , 的定义中已指出 

 BCBBSD CCBBji ×== 23, 3223
。 

显然 23BB 就是 ix 的切去长度 il 。 ix 为 a类切割， jx 为 c类切割，那么与 ix 、

jx 的切割方向相异的第三种切割方向应为b 类切割的切割方向。而 BC 就是

第 i次切割时该方向上长方体的长度，即 BCit =)( 。由此可知， )(, itlD iji ×= 。

  □ 
引理1’： 设切割方式 654321 xxxxxx=Γ ，如果存在 k )51( ≤≤ k 使得 1+< kk ll ，交换

这两次切割后所得的另一切割方式为 62111 ...... xxxxxx kkkk ++−=Γ′ ，则 
 )()( Γ′≥Γ ff 。 
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证明：由“贡献”的定义及式(4)知，要证 )()( Γ′≥Γ ff ，只需证 

 ∑∑∑∑
= +== +=

′≤
5

1

6

1
,

5

1

6

1
,

i ij
ji

i ij
ji DD 。 

而 

 
( )

( )∑∑ ∑∑∑

∑∑ ∑∑∑

+=
++

+≠ +== +=

+=
++

+≠ +== +=

′+′+′+′=′

+++=

6

2
,1,1,

1,

6

1
,

5

1

6

1
,

6

2
,1,1,

1,

6

1
,

5

1

6

1
,

kj
jkjkkk

kki ij
ji

i ij
ji

kj
jkjkkk

kki ij
ji

i ij
ji

DDDDD

DDDDD
。 (5) 

由性质1、2可知， jiD , 为 0 或仅与第 i次切割时具体情况（指 il 与 )(it ）有关，

交换 kx 与 1+kx 对其余四次切割的具体情况并不影响。所以 
 jiji DD ,, ′=  ( 1, +≠ kki ， ij > )， 

 ∑ ∑∑ ∑
+≠ +=+≠ +=

′=
1,

6

1
,

1,

6

1
,

kki ij
ji

kki ij
ji DD 。 

故下面仅需证明 ( ) ( )∑∑
+=

++
+=

++ ′+′+′≤++
6

2
,1,1,

6

2
,1,1,

kj
jkjkkk

kj
jkjkkk DDDDDD 。 

(1) kx 与 1+kx 为同类切割。由性质1知， 01,1, =′= ++ kkkk DD 。另外，由于

同类切割只有两次， kx 与 1+kx 已占两次，故 jx 与 kx 、 jx 与 1+kx 均为异类切割，

所以有： 

 
( ) ( )
( ) ( )1

1

1,1,

1,1,

+′×′+′×′=′+′
+×+×=+

++

++

ktlktlDD
ktlktlDD

kkjkjk

kkjkjk  

而长方体在与 kx 和 jx 切割方向均不同的第三种切割方向的长度在 kx 与 1+kx

切割时均不改变，且与交换无关，所以 ( ) ( ) ( ) ( )11 +′=′=+= ktktktkt ；交换意

味着 kk ll =′+1 ， 1+=′ kk ll ，所以 
 )61(,,1,,1, ≤<+′+′=+ ++ jkDDDD jkjkjkjk ， 

 ( ) ( )∑∑
+=

++
+=

++ ′+′+′=++
6

2
,1,1,

6

2
,1,1,

kj
jkjkkk

kj
jkjkkk DDDDDD 。 

(2) kx 与 1+kx 为异类切割。不妨设 kx 、 1+kx 分别为 a类切割、b 类切割，

用 ( )kt z 表示第 k 次切割时长方体的高度，有 
 ( ) ( )ktlDktlD zkkkzkkk ′⋅′=′⋅= ++ 1,1,  ; 。 
由于 kx 与 1+kx 不影响长方体的高度，则 ( ) ( )ktkt zz =′ ；又 1+=′ kk ll ，所以 
 ( )ktlD zkkk ⋅=′ ++ 11, 。 
下面考虑 ( )jkjk DD ,1, ++ 和 ( )jkjk DD ,1, +′+′ 。 

(I) 若 jx 为 a类切割，则 
  0,1, =′= + jkjk DD ， ( )11,1 +⋅= ++ ktlD zkjk ， ( )ktlD zkjk ′⋅′=′ ,  
与同类切割中的讨论类似，我们有 1+=′ kk ll ， ( ) ( )1+=′ ktkt zz ，所以

jkjk DD ,,1 ′=+ ，进而有 jkjkjkjk DDDD ,1,,1, ++ ′+′=+ 。 
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(II) 若 jx 为b 类切割，同理可证。 

(III) 若 jx 为 c类切割，则用 ( )ktx 与 ( )kt y 分别表示第 k 次切割时长方体的

长度与宽度，我们可得到 
  ( )ktlD ykjk ⋅=, ， ( )11,1 +⋅= ++ ktlD xkjk ， 
  ( )ktlD xkjk ′⋅′=′ , ， ( )11,1 +′⋅′=′ ++ ktlD ykjk 。 
而由切割的过程可知， kk ll =′+1 ， 1+=′ kk ll ，且 
  ( ) ( ) ( ) 11 +−=′−=+′ kykyy lktlktkt ， ( ) ( ) kxx lktkt ++=′ 1 ， 

这样就有 

  

( ) ( )
( )[ ] ( )[ ]

( ) ( )
jkjk

xkyk

kykkxk

ykxkjkjk

DD
ktlktl

lktllktl
ktlktlDD

,1,

1

11

1,1,

1
1

1

+

+

++

++

+=

+⋅+⋅=

−+++=

+′⋅′+′⋅′=′+′

 

所以，不论 jx 为何种切割， jkjkjkjk DDDD ,1,,1, ++ ′+′=+ 总是成立的。 

那么 

 
( ) ( )

( ) ( )ktll

ktlktlDDDD

zkk

zkzkkkkk
i ij

ji
i ij

ji

⋅−=

⋅−⋅=−′=−′

+

+++
= +== +=
∑∑∑∑

1

11,1,

5

1

6

1
,

5

1

6

1
,  

考虑到 0)( >kt z ， kk ll >+1 ，所以 

 ∑∑∑∑
= +== +=

>′
5

1

6

1
,

5

1

6

1
,

i ij
ji

i ij
ji DD  

综上所述，若 kk ll >+1 ，则 )()( Γ′≥Γ ff ，引理得证。 □ 
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